
D-27 PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Math. Dept. Northwestern Univ.; Winter 2000

E. DiBenedetto

PART I

§ 1. Families of Equicontinuous Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
§ 2. Characterizing The Norm ‖f‖p for p ∈ [1,∞) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
§ 3. Continuity in Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
§ 4. Mollifiers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
§ 5. Rearrangements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
§ 6. Basic Properties of Rearrangements. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
§ 7. Symmetric Rearrangements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
§ 8. A Convolution Inequality for Rearrangements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx

8.1. Approximations by Simple Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
8.2. Reduction to Characteristic Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx

§ 9. Proof of Theorem 8.1. The Case T + S ≤ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
§ 10. Proof of Theorem 8.1. The Case S + T > R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx

10.1. Proof of the Lemma 10.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
§ 11. Partition of Unity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx

11.1. Another Construction of The Partition of Unity . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
§ 12. Metric Spaces and Compactness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx

12.1. Total Boundedness. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
12.2 Coverings and Compactness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
12.3. Precompact and Totally Bounded Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
12.4. Precompact sets in C(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
12.5. Precompact sets in C(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx

§ 13. Characterizing Precompact Sets in Lp(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
§ 14. Distributional Derivatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx

14.1. Multiindices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
14.2. Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
14.3. Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
14.4. Derivatives of Distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
14.5. Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
14.6. Fundamental Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
14.7. Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx

§ 15. Domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
15.1.∂Ω of Class C1,λ, and of Class C1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
15.2. Positive Geometric Density and ∂Ω Piecewise Smooth . . . . . . . . . . . xx

1



15.3. The Segment Property . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
15.4. The Uniform Cone Property . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx

PART II

§ 1. Weak Derivatives and Main Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
§ 2. The Meyers–Serrin Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
§ 3. More on Smooth Approximations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx

3.1. An Extension Lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
§ 4. Duality Separability and Bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx

4.1. Duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
4.2. Separability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
4.3. A basis for Wm,2(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx

§ 5. The Chain Rule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
§ 6. Steklov averagings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .x
§ 7. Multiplicative Embeddings of W 1,p

o (Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
7.1. Proof Of Theorem 7.1 For The Case (7.2)i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
7.2. Proof Of Theorem 7.1 For The Case (7.2)ii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
7.3. Proof Of Theorem 7.1 For The Case (7.2)ii, Concluded . . . . . . . . . . . xx
7.4. Proof Of Theorem 7.1 For The Case (7.2)iii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
7.5.Estimate of I1(x, R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
7.6.Estimate of I2(x, R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
7.7. Proof Of Theorem 7.1 For The Case (7.2)iii , Concluded . . . . . . . . . . .xx

§ 8. Potential Estimates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
8.1. Potential Representations and Limiting Embeddings . . . . . . . . . . . . . . xx

§ 9. More About Potential Estimates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .xx
§ 10. Embeddings of W 1,p(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xx
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